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Abstract

In this work, we will establish a foundation of what comes to be a Lie group. Also,
we will show how to derivate the tangent space associate to the Lie groups, that is, your
respective Lie algebra. In the context of a semissimple Lie algebra, we build the quadratics
invariants operators, also call Casimir operators. In a example we will use this operators
to construct a base for the angular momentum. Under the use of the concepts of group
symmetry, will be shown that the degeneracy of the eigenvalues of hydrogen atom came
from the fact that the Coulomb potential has the SO(4) group as symmetry group.

Key words: Lie theory, Quantum Mecanics and Symmetries.
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Resumo

Neste trabalho, vamos estabelecer um alicerce do que vém a ser os grupos de Lie.
Também, iremos mostrar de forma simplista como encontrar o espago tangente a esses
grupos, ou seja, as algebras de Lie associadas a um grupo de Lie. Dentro do contexto de
uma algebra de Lie semi-simples, construiremos os invariantes de Casimir mais simples,
mas de muita relevancia para sistemas fisicos, os operadores de Casimir quadraticos.
Também sera dado um exemplo para a aplicagao desses operadores na construgao de uma
base de autoestados dos operadores de momento angular. Sera explorado o conceito de
grupo de simetria dentro da mecanica quantica e mostraremos que a degenerescéncia do
atomo de hidrogénio se deve ao fato de que o potencial coulombiano tem como grupo de
simetria o grupo SO(4).

Palavras-chave:Teoria de Lie, Mecanica Quéantica e Simetrias.
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Introducao

A teoria de grupo é uma importante ferramenta para o entendimento e desenvolvi-
mento da fisica moderna, especialmente quando se diz respeito as simetrias contidas em
um sistema fisico [1,2]. Matematicamente, este conceito emerge quando certas carac-
teristicas de objetos sdo conservadas perante uma transformagao, podendo ela ser, por
exemplo, reflexdo em relacdo a um plano ou reta, rotacao e translacdo. Na fisica, de
acordo com o teorema de Noether [3], as simetrias representam a conservagao de algumas
caracteristicas como a energia, momento ou propriedades mais exéticas como o isospin,
estranheza e hipercarga. Um dos ramos da teoria dos grupos refere-se aos grupos de Lie.
Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel no qual as operagoes de multiplicacao e
inversao sao mapas suaves, isto €, infinitamente diferenciaveis. Estes objetos tém origem
nos trabalhos do matemético noruegués Sophus Lie quando o mesmo estudava equagoes
diferenciais via seus grupos de simetria [4]. A partir dos resultados destes estudos de
grupos, emergiu os grupos infinitesimais, continuos — as algebras de Lie — que estabele-
cem uma relagdo com os grupos por meio de um mapa exponencial. Neste contexto, a
identificacdo dessa teoria na descricdo de muitas teorias fisicas é natural. Neste trabalho
serao utilizados as obras [2,5-7].

Neste trabalho, pretendemos estabelecer um alicerce do que vém a ser os grupos de Lie.
Também, tentaremos mostrar de forma simplificada como encontrar o espaco tangente a
esses grupos, ou seja, as algebras de Lie associadas a um grupo de Lie.

No que se refere as algebras de Lie, introduziremos a teoria de representacao dessas
algebras e uma breve explanagao de como essa teoria se relaciona com as estruturas das
algebras de Lie. Ainda, sera feita a construcao da dlgebra envelopante universal de uma
algebra de Lie, de onde vem os operadores de interesse para este trabalho.

Dentro do contexto de uma algebra de Lie semi-simples, tentaremos construir os invari-
antes de Casimir mais simples, mas de muita relevancia para sistemas fisicos, os operadores
de Casimir quadraticos.

Também serd dado dois exemplos de como esses operadores ajudam a compreender
a degenerescéncia dos autoestados do atomo de hidrogénio e como ¢ importante quando
queremos conhecer uma grandeza que se conserva em um sistema hamiltoniano.



Capitulo 1
Nocoes de grupo

Neste capitulo serao apresentado alguns aspectos a respeito da teoria de grupos. O
objetivo aqui é entender propriedades de alguns objetos matematicos e apontar caracte-
risticas comuns a eles, de forma a criar-se uma base para o que vém a ser um grupo de

Lie.

1.1 O conceito de grupo e subgrupo

A idéia de grupos esta intimamente relacionada com a nossa concepg¢ao de simetria.
Esse ramo da matemaética surge com Galois tentando encontrar as raizes de polinémios [8].
O matematico francés mostrou que cada equacao polinomial tem um grupo finito de
"simetrias” (permutacao de suas raizes que deixam seus coeficientes invariantes), e que
essa equagao tem solucao apenas se seu grupo de simetria se decompoe de uma certa
maneira.

O conceito de simetria estd intimamente ligado aos grupos. Primeiramente, por uma
transformacao simétrica, entende-se como uma tranformacao que deixa alguma caracte-
ristica do sistema invariante, por exemplo, uma transformagao de rotacao. Esta transfor-
macao deixa invariante a forma do objeto no qual atua, mantendo seu volume original.

Pode-se intuir que a composicao de duas transformagoes simétricas resulta numa ter-
ceira também simétrica. Ainda no exemplo das rotagoes, é facil perceber que, na verdade,
independente das rotagoes aplicadas a um corpo, o volume do mesmo sempre sera o
mesmo.

Por um grupo entende-se um conjunto de elementos distintos G = {¢1, g2, g3, ...}
munidos de uma operagao definida entre eles (*) satisfazendo as seguindes propriedades
(axiomas de grupos):

i): O grupo ¢é fechado sob a operacao nele definida:

V9i,9; € G, gixg; = gr € G.

ii): A operagao é associativa entre os elementos:

Vi, 95, gk € G, (gi * gj) * gk = i * (g5 * gr.)-

iii): Existe um elemento e do grupo que satisfaz

€xgi = gi*e=g.
para todo g; € G.

iv): Para todo elemento g do grupo, existe somente um elemento g~
inverso, que satisfaz

grg =gl xg=c.

! chamado elemento



Grupos contendo infinitos elementos sao chamados de grupos infinitos, enquanto que
os contendo um nimero finito de elementos sao chamados de grupos finitos. O ntmero
total de elementos de um grupo finito é a ordem do grupo.

Pode-se notar que a operacao entre os elementos de um grupo nao necessariamente
comuta, ou seja, g; * g; = g; * g;. Os grupos onde os elementos comutam entre si sao
chamados de grupos abelianos. Em contrapartida, os que nao comutam sao chamados de
grupos nao abelianos.

Se um grupo de Lie G possui um subgrupo abeliano H, entao

ghig,t = gj; (1.1)
hihy = hihi,
ocorre para todos h; e para todo elemento g, do grupo G, ou seja g,h;g, ! ainda é um
elemento de subgrupo abeliano H, este ultimo é chamado de subgrupo invariante abeliano.
Se H ¢ invariante mas nao abeliano, ou seja, s6 é valida a primeira igualdade, entao ¢é
chamado de subgrupo invariante.

Para estudar um grupo G olha-se para os grupos que estao contidos neste, isto é, os
subgrupos H de G. Assim, H é um subgrupo de G se satisfaz todos os axiomas de grupo
e esta contido em G.

Outra classe de grupos que sera vista ao longo de todo o texto sao os Grupo Compactos.
Estes grupos sao grupos topologicos cuja topologia é compacta. Um grupo é um grupo
topologico quando munido de uma topologia, de modo que a multiplicacao

G xG— G(x,y) = zy, (1.3)

e a inversao
G— Gr— o, (1.4)

sao funcoes continuas.

A grosso modo, diz-se que um grupo é compacto quando este é limitado. Mais detalhes
sobre tais grupos sdo encontrados nas referéncias [9, 10].

Operagoes entre grupos se assemelham com as operagoes de conjuntos. No apéndice
A deste trabalho sdo encontrados conceitos que permeiam a teoria.

1.2 Exemplos de grupos e subgrupos

Para ilustrar os conceitos apresentados até agora, vamos apresentar um série de exem-
plos e assim verificar como diferentes estruturas podem se relacionar através do conceito
de grupo.

Exemplo 1.2.1. O conjunto dos inteiros positivos e negativos, Z, munidos com a operagao
de adicao, formam um grupo infinito pois:

i) A soma de dois inteiros quaisquer resulta em um inteiro;

it) A operagao de soma é associativa: (a+b) +c=a+ (b+ c);

i) e=0€ Z poisa+0=0+a=a,

w)Va €Z, Ja™t = —a; a+ (—a) = 0.
Ainda, podemos ver que esse grupo € abeliano devido a comutatividade da operacao soma.



Exemplo 1.2.2. O conjunto de todas as matrizes quadradas n X n invertiveis, G L, (K),
com a operac¢do de multiplicagdo usual de matrizes, forma um grupo:

i) A multiplica¢do de duas matrizes quadradas resulta em uma matriz quadrada;

it) A associatividade € garantida pelo produto usual das matrizes, uma vez que

A(BC) = (AB)C,

para quaisquer A, B e C;

iii) O elemento neutro do grupo é a matriz identidade, 1, a matriz cuja diagonal
principal admite valores iguais a 1 e zero nas demais entradas. Dai, € claro que det(1) # 0
e

1A = Al = A,

para qualquer matriz A;

iv) O elemento inverso € a matriz inversa de cada matriz, que existe por suposi¢do.
O grupo geral linear é de extrema importancia pois as representacoes de grupos de matrizes
sdo diretas. Ainda, todas transformacoes lineares podem ser representadas por matrizes.

Exemplo 1.2.3. Define-se o grupo ortogonal sobre K como:
O,(K):={A e GL,(K) ; (AX, AY) = (X, Y) para todo X,Y € K"}

em que (X,Y) representa o produto interno padrio entre dois vetores.

Se K = R, o grupo recebe o nome de grupo ortogonal e é denotado por O(n). No
entanto, se K = C, o grupo recebe o nome de grupo unitirio e é denotado por U(n).
Ainda, se K =H, tem-se o grupo simplético, denotado por Sp(n).

Equivalentemente, uma matriz cujas entradas sao reais, complexos ou quaténios, é
ortogonal se

AAT =1.

Aqui, At é a matriz transposta conjugada de A e também sua inversa. E facil ver que esse
conjunto de matrizes satisfaz os axiomas de grupo cuja operacao € a multiplicacao usual.

Se as matrizes que compoe o grupo ortogonal satisfazem a condigcdo extra do seu de-
terminante ser unitario, obtém-se outros importantes grupos:

SO(n) :={A € O(n);det(A) = 1}.
chamado especial ortogonal, e também o grupo unitario especial,
SU(n):={A € U(n);det(A) = 1}.

Vale observar que o determinante de wma matriz ortogonal pode assumir dois valores, +1.
Mostraremos isso relembrando as propriedades do determinante:

det(AAY) = det(A)det(AY) e det(A") = det(A).
Com isso, temos

1 =det(1) = det(AA?) = det(A)?.



O conjunto das matrizes cujo determinante é —1 nao se faz interessante pois sequer
forma um grupo, jd que duas matrizes com esse determinante resulta em uma matriz com
o determinante +1.

Ambos sao subgrupos do grupo especial linear S L, (K):

SL,(K):={A € GL),(K);det(A) = 1}.

A forma explicita de um elemento de SO(2) e SU(2), respectivamente, é

(cost sint) _ <a+@'d —b—ic>' (1.5)
—sint cost) ’ b—ic a—id )’ ’
em que a®> +b* + 2 +d* = 1.

Esses dois subgrupos sao importantes pois seus elementos representam rotagoes no
espago pois, por defini¢cdo, uma rotagdo é uma aplicacdo linear que preserva o comprimento
e a orientacdo dos objetos em que atua'.

Exemplo 1.2.4. As transformacoes de Lorentz da relatividade restrita formam um grupo,
o grupo de Lorentz.
Para mostrar isso, vamos supor um Boost na direcio z’, que se move com velocidade

v, € [11, p.24]

t'=~y(t —vx/c?),

¥ =~(x —vt),
y =y,
2=z, (1.6)

onde v = (1 — 52)_% com 3 =wv/c é o fator de Lorentz e ¢ é a velocidade da luz.
Utilizando a representacao matricial, teremos:

(\)- (5 7)) =20 0) ar

Agora seja Ly(v1) e La(ve), o produto destas é dado por

Y2 —72fac 7 —v1 51
Lol = .
21 (”if Y2 )(—”}fl Y )

_ < Y1Y2 + V17251 52 —V172 — ’71725152€>

N2 — 1B BB e+ NeBiB

1 _ B2+pic

1

=M@+ 880 | (Barsn)/e 35261 : (1.8)
1+B281

Pela adicao de velocidades relativisticas,

v1+v2
v U .
1+-152

V3 =

Com isso podemos mostrar que

1'Uma rotacdo de um vetor no espaco tridimensional pode ser escrita por uma conjugacio de quatérnios
unitérios x — grq~!, com ¢ € He|g| = 1. Este tiltimo é representado por uma matriz do grupo SU(2).



e (1 + B2p1)] = 8

Por outro lado, temos que

Bi/c+B2/c _ (vatvi)/c? _ ws

148182 R

Por fim, temos:

1 —
LyiLy =3 (_1}3 11}3> = L,

c2

comprovando o primeiro axioma de grupo. A regra de multiplicacio nos permite mos-
trar que as outras trés, pois a associatividade é herdada da multiplicacao de matrizes, o
elemento neutro é a propria matriz identidade quando v =0, a inversa é dada por

10 =20 =( ),

Y=z 7

pois

- (é ?) | (1.9)

1.3 Representacoes de grupos

As representagoes de grupos abstratos sao citadas sutilmente durante um curso de
algebra linear e em mecanica quantica linear em que se representa as transformacoes
lineares e os operadores lineares por matrizes. Assim, a teoria de representacao busca,
portanto, representar a atuacao e um grupo abstrato qualquer em um espago vetorial.

Assim, se para cada elemento g de um grupo G se associa um operador, que deno-
taremos por D(g), em que a estrutura desse grupo é preservada, entdo dizemos que tal
conjunto de operadores é uma representacao do grupo abstrato no espaco de representacao
V. Esse espago vetorial é o espaco onde cada operador D(g) ird atuar.

Definicao 1.3.1. Uma representacao de um grupo G em um espaco vetorial V' é um grupo
de identidades homomdérficas ao grupo abstrato original onde cada um de seus elementos
devem satisfazer as sequintes propriedades:

i) D(99') = D(9)D(¢'),Yg9,9' € G;

it) D(g~1) = [D(g)]"'Vg € G;

iti) D(e) =1, e o elemento neutro do grupo.

Definicao 1.3.2. A dimensdo da representacdo é a dimensdo do espaco das representa-
coes.



Quando os operadores sao lineares, ou seja,

D(|v) + [v)) = D(|v)) + D(|v")); (1.10)
D(al|v)) = aD(|v)), (1.11)

com |v), [v") € V e a um nidmero complexo, eles formam uma representacao linear de G.

Essa defini¢ao nos permite tirar duas conlusées. A primeira é que cada grupo tem uma
representacao unidimensional que é a representacao trivial que associa qualquer elemento
do grupo ao operador identidade que atua em V. A segunda é que o determinante de
cada matriz representagao também é uma representacao, pois:

det[D(g)]det[(D(g")] = det[D(g)D(g')] = det[D(gg")]. (1.12)

Nota-se que podemos associar o mesmo operador a dois ou mais elementos de G
mas nao podemos fazer o contrario. No caso no qual existe uma correspondéncia um
para um entre os elementos do grupo e os operadores, a representacao ¢ dita fiel. Mais
precisamente, uma representagao ¢ fiel quando existe um isomorfismo entre o grupo e o
conjunto de operadores.

Como se vé em mecénica quantica [12, p. 20|, dada uma base ortonormal {|v;)}(i =
1,2,3,...) do espago vetorial V', podemos construir a representacao matricial de um ope-
rador D de uma dada representacao. A acao de um operador D em um elemento da base
|v;) produz um elemento do espago que pode ser escrito como combinagao linear da base

D(|V)) = Dij |vj) - (1.13)

Aqui fora usado a convencao de soma de Einstein. Os coeficientes D;; constituem a
matriz representativa do operador D. De fato, temos

D'(Dv;)) = Di;D'(|v;)) = Dy;Djilvr) = (D'D)i|vy) - (1.14)

Notemos que as matrizes em cada representacdo nao podem ser singulares devido a
existéncia do elemento inverso. Ainda, o elemento neutro do grupo é sempre representado
pela matriz identidade, ou seja, D;;(e) = d;;.

Exemplo 1.3.1. Como exemplo de uma representacao nao linear, considere a transfor-
magao no plano complexo z como

z— 2z = — 2,04 & (C, a1a4 — Q203 # O (115)
as + aq

Agora, consideremos a sequnda transformagdo composta com a primeira (b; € C)

S biz' + by _ (byay + beas)z + (brag + 52614). (1.16)
bs + by (bsay + byasz)z + (bsas + byay)

Note que tais transformagoes compoem na mesma forma que o produto das matrizes com-
plexas 2 X 2, ou seja,

by by a; az\ _ [biay +beaz bras + baay
b3 b4 as Qg B bga1+b4&3 b3a2+b4a4 ’




Desde que os determinantes das matrizes ndo sejam nulos, a transformagao (1.15) cons-
tituem um grupo isomorfico ao GL(2,C). Impondo os vinculos

Jax|* + |ag|* = |as|* + |aa® = 1, (1.17)

(@105 + aa}) =0, (1.18)

tem-se o grupo isomorfo a SU(2). As transformagoes (1.15) sao chamadas de transfor-
magoes de Mobius no plano complexo.

Podemos representar de diferentes formas o mesmo grupo G, e, por isso, podemos ter
a seguinte definicao:

Definigao 1.3.3. Duas representagoes D(G) e D'(G) sao ditas representagoes equivalentes
se, para todo elemento g € G existe uma transformagdao de similaridade S, tal que:

D'(g) = SD(9)S™, (1.19)

sendo S a mesma para todo g.

Duas representacoes equivalentes tém, necessariamente, a mesma dimensdo. Se o
espaco vetorial sobre o qual os operadores atuam é o mesmo, entao a transformacao de
similaridade representa uma mudanca de base.

Do que fora dito até aqui, as representagdes de um grupo atuam como transforma-
¢oes em elementos do espago vetorial V', o espaco das representagoes. Assim, podemos
estrutura-las de acordo como agem nesse espago. No caso em que deixa um subespaco V;
de V invariante, dizemos que a representagao ¢ uma representacao redutivel. Por espaco
invariante, queremos dizer que

D(g) |vy) € W, (1.20)

para qualquer |v1) € V} e g € G. Se a condi¢ao da definigao 1.3.1 é valida para qualquer
elemento de V| segue que V] constitui um espaco de representacao de G.

Definicao 1.3.4. Uma reprsentagdo matricial € dita redutivel se, por transformagoes de
similidade, consequimos escrevé-la na forma

D(g) = (D(i;(g) g(%))) (1.21)

onde DW(g) (i = 1,2, ... ,k) sdo também representacoes do mesmo grupo.
a) Ela é dita completamente redutivel se A(g) = 0;
b) Quando ela ndo pode ser escrita nessa forma, ela é dita irredutivel;
c) Uma representagao totalmente redutivel é a soma direta de representagoes irredutiveis,
isto é:
D=a,DY, (1.22)

em que a, sdo inteiros positivos e a dimensdo de D é a soma das dimensées de D™).



Podemos abstrair esses resultados lembrando da algebra linear quando diagonalizamos
uma transformacao. O espago invariante em questao sao os subespacos vetoriais gerados
pelos autovetores associados a um autovalor.

Se tratando de matrizes diagonais, um importante resultado a respeito das represen-
tagOes matriciais é o seguinte lema:

O lema de Schur diz respeito ao conjunto de operadores comutantes com um subcon-
junto de transformacoes lineares, ou seja, o centralizador destes. Discutiremos esse lema
se baseando fortemente no livro texto [13].

Seja A, B € gl(V) tal que [A,B] = 0. Se Av = 0, entdao Ker A é um subespago
invariante por B pois, como [A, B] = AB — BA = 0, entdo A(Bv) = B(A) = B(0) =0
Vv € Ker{A}. Da mesma forma, se w = Av, entdo Bw = B(Av) = A(Bv), logo Im(A) é
B-invariante.

Agora vamos tomar um subconjunto de operadores lineares que age em V: I" C gl(V)
e supomos que ele seja irredutivel, no sentido em que os tnicos subespacos invariantes por
todos os elementos de I" sdo os triviais {0} e V. Agora, seja L € gl(V') uma transformagao
linear que comuta com todos os elementos de I'. Entao Ker(L) e Im(L) sao invariantes
por qualquer elemento de I'. Como L é irredutivel, segue que as possibilidades para o
nicleo de L e Im(L) sdo {0} e V. Isso significa que L = 0 ou é bijetora.

Supondo que L tenha um autovalor A no corpo dos escalares de V', entao L — 1\
também comuta com todos os elementos de I'. Isso significa, no caso irredutivel, que
L — 1)\ é a aplicacao nula ou é uma aplicacao bijetora. No entanto, L — 1\ nao pode ser
bijetora pois nao possui s6 o vetor nulo compondo o niicleo, uma vez que os autovetores
associados a A também estao presentes. Isso implica que [ = 1A. Esse é o resultado do
Lema de Schur:

Proposicao 1.3.1. Seja V' um espago vetorial sobre K e I' C gl(V') um conjunto irreduti-
vel de transformagcoes lineares de V. Seja L € gl(V') que comuta com todos os elementos de
I'. Suponha que L tem um autovetor em V' associado ao autovalor A € K. Entao, L = 1.
Em particular, se K é algebricamente fechado * e dim < oo, entio o centralizador 3(T)
de I' em gl(V') € o subespaco das transformagoes escalares (multiplos da identidade).

Corolario 1.3.1. Toda representagao irredutivel de um grupo abeliano é unidimensional.

Prova: Como o grupo € abeliano, qualquer matriz tem de comutar com qualquer outra
matriz da representagdo. De acordo com o lema de Schur, elas devem ser proporcionais
a matriz identidade. Dai, qualquer vetor do espaco das representacoes gera um espaco
invariante. Portanto, V' tem que ser unidimensional se a representagdao for irredutivel.

Para calcular os autovalores dos autovetores, precisa-se resolver equagoes algébricas.
Portanto, o lema de Schur deve ser considerado em representagoes onde o respectivo
espaco de representacao estda sobre um campo algebricamente fechado.

Definicao 1.3.5. Uma representa¢io D € dita ser unitdria se as matrizes D;; dos ope-
radores sdo unitdrias, ou seja, DT = D™

Um importante resultado na teoria das representacoes de grupos finitos e compactos
é o seguinte teorema:

2Um corpo é dito algebricamente fechado se os polinémios caracteristicos possui raizes dentro deles.



Teorema 1.3.1. Qualquer representacao de um grupo finito € equivalente a uma repre-
sentacao unitdria.

Prova: Seja G um grupo finito de ordem N, e D uma representacdo de G de dimensao
d. Introduzimos a matriz hermitiana H (H' = H) dada por

1
H =3 D'(9)D(9). (1.23)
geG
Para qualquer ¢ € G
/ / 1 / /
DY(g)HD(g') = 1= >_ D'(99)D(gg') = H. (1.24)
geG

Como H ¢é hermitiana, pode ser diagonalizada por uma transformagdao de similaridade,
ou seja, H = UTHU. Para qualquer vetor coluna ndo nulo v (com entradas complezas),
a quantidade

o Ho = ]lv S 1D(g)l?, (1.25)

geG

é real e positivo. Mas, introduzindo v' = U'v

d
ol Ho =o'TH'W =" Hjj|vj|?, (1.26)
i=1
em que v, sGo as componentes de v'. Como v, sao arbitrdrias, concluimos que cada entrada
H!, de H' € real e positiva. Portanto definimos a matriz diagonal de entradas reais h com
entradas hy; = V Hii', ou seja, H = hh. Portanto,

H=UH'U"=UhhU' = S8, (1.27)

em que definimos S = UhU'. Note que S é hermitiana, uma vez que h é real e diagonal.
Definindo a representacao de G dada pelas matrizes

D'(g) = SD(g)S™", (1.28)
temos
(S7'D'(¢9)S)1(SS)(S~'D'(¢)S) = S8, (1.29)
Dai
D''(g)D'(g) = 1. (1.30)

Por conseguinte, a representacio D(g) € equivalente d representag¢io unitdria D'(g).

Exemplo 1.3.2. O grupo de rotagoes no plano, denotado por SO(2), pode ser represen-
tado pelas matrizes

—sinf cosf

R(0) = ( cos # sin@) | (131)

tal que
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r\ [ xcosf+ysenb
1) <y) N (—x sen 0 + ycos(&)) ’

(1.32)

Pode-se facilmente mostrar que R(0)R(¢p) = R(0+ ¢). Esse grupo é abeliano e, de acordo
com o corolario 1.5.1, sua representacao € redutivel se o espaco vetorial da representacao

¢ definido sobre o corpo dos complexos. De fato, tem-se

em que

Os vetores do espago da representagdo sao transformados como

()= (65

11
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Capitulo 2

Grupos de Lie e algebras de Lie

Os grupos de Lie e os grupos algébricos lineares sdo os principais ramos da teoria
de grupos. Neste capitulo serd apresentado os grupos de Lie junto de suas propriedades
geométricas e algébricas. A algebra de Lie g de um grupo de Lie G é definida como o
espago dos campos invariantes (a direita ou a esquerda), com o colchete dado pelo colchete
de Lie de campos de vetores. A conexao entre um grupo de Lie e sua algebra é feita por
meio do mapa exponencial exp : g — G. Aqui, ndo irei utilizar as construgoes de campos
invariantes, mas sim uma abordagem informal e introdutério do tema. Por fim, serdo
apresentados exemplos de grupos e suas respectivas algebras.

2.1 Grupos de Lie

De um ponto de vista mais geométrico, podemos visualizar os elementos de um grupo
como sendo pontos em um espaco. Por exemplo, podemos visualizar os elementos do grupo
SO(2) como sendo um ponto no circulo unitario centrado na origem, ja que um ponto nessa
circunferéncia assinala um angulo em relacao a um dos eixos e com isso definir a matriz
de rotagao. Ainda, ja fora explanado que grupos contendo um ntmero finito ou infinito
de parametros sao chamados de grupos finitos e infinitos, respectivamente. Grupos cujos
elementos sao caracterizados por um ntmero continuo de parametros sao chamados de
grupos continuos e sao nestes que aparecem interessantes propriedades geométricas no seu
espaco associado. Tomando novamente o grupo das rotagoes no plano como exemplo, vé-se
que seus elementos podem ser vistos como um parametro que pode variar continuamente
no intervalo [0, 27] . Neste sentido, podemos dizer que o grupo das rotagdes no plano sao
grupos compactos. Pode-se encontra mais consideragoes geométricas em [14] [15].

Definicao 2.1.1. Um grupo de Lie é um grupo cujo conjunto subjacente tem uma estru-
tura de variedade diferencidavel, de tal forma que a aplicacdo produto

p:(g,h) € GXxGr—— gheq, (2.1)
¢ analitica.

Os elementos de um grupo de Lie dependem analiticamente de n parametros e possi-
velmente de uma coordenada r, isto é, sao da forma U(ay, - -+ , ap; 7). E vantajoso escolher
os parametros tal que U(0) = 1. Podemos representar o operador do grupo como

12



U(a1,~- ,an;r):exp{—iz:auf}#}, (2.2)
p=1
onde os operadores IAJN sao os chamados geradores do grupo. Podemos escrevé-los como

i = oU («;)

n

(2.3)

a=0"

Oay,

Ainda, pode-se obter um elemento do grupo de Lie por transformagoes infinitesimais na
vizinhanga da identidade do grupo:

U (o)

oy,

U(da,,) = U(0) + day, =1 —iL,0c, =1 + dA, (2.4)

a=0

em que dA = —if/uéau.
Pode-se colocar dA = A/N e dai dA = —iL,, /N, com N inteiro. Performando N
transformagoes infinitesimais sucessivas, obtém-se uma transformacao finita U(c,,),

U(a,) = lim [1 4 A/N]Y e = exp{—iﬁ“au}. (2.5)

N—oo

Além disso, a partir da analiticidade de U (0cr,) segue que

N n A 1 & A A
U(ba,)=1-14Y a,L, — 3 > aua,L,L,+ - (2.6)
pn=1 =1

Pode-se ver que os L;’s devem ser linearmente independentes (3>, 5aiii = () apenas se
todos da; = 0), pois se {da;} = 0 deve ser igual a identidade de maneira tnica. O
elemento inverso de um elemento do grupo, calculado até a segunda ordem em «, e de
acordo com a equacao (2.6), é dado por

1 & A
- > auL,L,+ - (2.7)

U(da,) =1+ aul, - 9

pu=1 pr=1

Explorando a convensao de soma de Einstein, calcula-se o produto

_1(56u)ﬁ_1(5au) (08U (50@)
o A 1 A
= (]l + ZéﬁzLZ — 5(5515[/1[/])(]1 + Z(SOékLk — 550%5061[%[4)
A A A A 1 A A
X (Uii8 B Lo — SO0 L) (U — 160, Ly — o000, L)

Como todos os quatro elementos sao do grupo, o produto destes também o é.
Se fizermos 5ak5ﬁm(Lk —L Lk) @57][/], onde —idy; = ¢ obtemos

km>

(L, L] =l (2.9)

Dessa forma, os geradores com essa operacao de comuta(;éo formam uma algebra fechada
sobre o comutador.
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Exemplo 2.1.1. Qualquer espago vetorial de dimensdo finita V sobre R é um grupo de
Lie abeliano, com a operagio + em V. Em particular, (R,+) é um grupo de Lie. Os
grupos multiplicativos Ry = R — {0} e Cx = C — {0} também sio grupos de Lie.

Exemplo 2.1.2. Os grupo das rotagoes no plano, SO(2), é um grupo de Lie. Mais ainda,
o grupo ortogonal, que contempla o grupo das rotagées em R", denotado por SO(n), sao
grupos de Lie.

Exemplo 2.1.3. O grupo GL(n) e SL(n) discutidos na secao 1.2 sao grupos de Lie.

Exemplo 2.1.4. Vimos no Exemplo 1.2.3 a forma explicita de um elemento do grupo
U(2). Vamos, agora, olhar com mais detalhes para este grupo, pois serd recitado outras
vezes no decorrer deste trabalho. Consideremos uma matriz 2 X 2 complexa U, e sua
Imversa

Zl ZQ 1 1 Z4 _Z2
U= ; U = ———— 2.10
<Z3 Z4> ’ Z1Zy— ZoZis \—23  Z1 )’ (2.10)

em que

Zy=277% Zs=—Z5; |Z1|* + 12> = 1. (2.11)

Pode-se notar pelas equagoes acima que um elemento do grupo SU(2) corresponde a um
ponto na esfera. Assim, o conjunto dos elementos do grupo SU(2). Podemos tomar como
0s trés parametros do grupo os angulos, ou seja,

7, = cos 0e'®'; Z, = sin fe'??; (2.12)

com0<0<7/2e0<¢,<2m, coma=1,2., Portanto os elementos de U podem ser
escritos como

i1 ; i¢2
( cos fe sin fe ) . (2.13)

—sinfe 2 cosfe i1

Pode-se ver facilmente as caracteristicas de um grupo de Lie, uma vez que os pardame-
tros sao continuos e os elementos sdo fungoes diferencidveis, admitindo uma estrutura de
variedade diferencidvel.

2.2 Algebras de Lie

Os elementos da algebra de Lie de um grupo de Lie sao equagoes diferenciais ordi-
narias no grupo que satisfazem uma propriedade de simetria proveniente da estrutura
multiplicativa do grupo. As solugoes dessas equagoes sao os elementos dessa algebra. A
esse espaco tangente ao grupo gerado pelos vetores é reconhecido como a algebra de Lie
do grupo de Lie.

Pode-se, conjuntamente, considerar a algebra de Lie como um objeto linear que apro-
xima o grupo: um elemento da algebra de Lie ¢ dado pela derivada de uma curva no
grupo [13, p. 14].

As algebras de Lie de um grupo de Lie sdo, tradicionalmente, denotadas pelas letras
latinas escritas na fonte Fraktur. Assim, as algebras de Lie associadas ao seu grupo de
Lie sdo denotadas pelas mesmas letras, porém em letras mintsculas e nessa fonte.

14



2.2.1 Definicoes e exemplos

Definicao 2.2.1. Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um
produto (colchete) [. ,.]: g X g = g que satisfaz as propriedades:
i) O colchete de Lie € bilinear, ou seja,

[aX +bY, Z] = alX, Z] + b]Y, Z] (2.14)

[Z,aX +bY] =a[Z, X]|+0]Z,Y] (2.15)

para quaisquer numeros reais a,b e quaisquer X,Y e Z € g.
it) O colchete de Lie é anti-simétrico, ou seja, [X, X] =0 para qualquer X € g.
iii) A identidade de Jacobi

XV 2]+ Y. [Z. X]| + [Z,[X, Y]] =0 (2.16)
¢ satisfeita para quaisquer X,Y e Z € g.

Vale ressaltar o que vem a ser o colchete de Lie citado acima. Definimos o colchete de
duas matrizes quadradas A e B como o produto

[A,B] := AB — BA. (2.17)

Observa-se que se A e B comutam, entdao [A, B] = 0. Assim, o colchete pode ser
interpretado como uma maneira de medir a comutatividade do produto de matrizes.

Na mecénica quintica o colchete entra para substituir o parénteses de Poisson [16].
Ainda, quando dois operadores sao compativeis, teremos que [X,Y] = 0. Serd mais
detalhado no capitulo 3.

O colchete de Lie, em geral, nao é associativo: como [X, X| = 0, temos que [[X, X], Y] =
0 mas [X[X, Y]] nem sempre se anula. Por exemplo, no espago das matrizes quadradas

2 X 2, se tomarmos
10 0 1
(a0 a9

conclui-se facilmente que [[X, X],Y] = 0 mas [X[X, Y]] é ndo nulo.
A seguir apresentaremos alguns exemplos de dlgebra de Lie.

Exemplo 2.2.1. O espago vetorial das matrizes quadradas reais M,(R) é uma dlgebra
de Lie com o colchete definido pela equagao (2.17). Averiguando ezxplicitamente, tomando
A, B, C matrizes quadradas e niumeros a e b, temos que

i) O colchete € bilinear, ou seja,

[aA+bB,C| = (aA+bB)C — C(aA + bB)
=a(AC — CA) +b(BC - CB)
=alA,C) +b[B, CJ; (2.19)

i) Para toda matriz A vale a igualdade [A, A] = 0.
iii) A identidade de Jacobi é satisfeita também utilizando a produto usual de matrizes.
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Exemplo 2.2.2. Seja g uma dlgebra de Lie e denotamos por gl(g) = {¢ : g — g tal que
¢ € uma transformagao linear}. Sabemos que gl(g) é um espago vetorial com as operagies
de soma e multiplicagdo por niumero real definidas por

(91 + ¢2)(X) = ¢1(X) + ¢2(X), (2.20)

ap(X) =a(p(X)), X € g,a € R. (2.21)
Tomando ¢y, ¢ € gl(g) definimos o colchete

[¢1, P2] = h10 Gy — P20 1. (2.22)

Nao é complicado ver que gl(g) com o colchete definido acima é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 2.2.3. Consideremos o espaco vetorial R® e para u,v € R? definamos o colchete
[u,v] como o produto vetorial de R®. Segue imediatamente das propriedades do produto
vetorial que R, com este colchete, é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 2.2.4. Seja b um espaco vetorial qualquer e definamos

[X,Y] =0,YX,Y €b. (2.23)

E imediato verificar que b, munido deste colchete de Lie, é uma &lgebra de Lie. As dlgebras
de Lie com colchete definido dessa forma recebem o nome de algebras de Lie abelianas.

A estrutura de uma algebra de Lie g pode ser representada em qualquer base pelas
constantes de estrutura c};, na base {ej}Zj‘-iZ?fg

dimg

lejen] = > cékel. (2.24)
=1

Definicao 2.2.2. Um subespago vetorial h C g de uma dlgebra de Lie se for fechado pelo
colchete. Nesse caso, b é também uma dlgebra de Lie.

Segue alguns exemplos de subalgebras de Lie:

Exemplo 2.2.5. Seja g subespaco vetorial das matrizes quadradas. O subepapago das
matrizes diagonais forma uma dlgebra abeliana. De fato, considerando o colchete [A, B] =
AB — BA e tomando

ag 0 - 0 by 0 - 0

A=V @ ,B = (_) b (2.25)
Lo 0 Lo 0
0 ... 0 a, 0 ... 0 b,

elementos genéricos de g, temos que
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albl—blal 0 0 0 0 - 0

A, B] = O a252.—b2a2 : _ 100 € a, (2.26)

: ) . 0 R ||
0 0 apb, —bra, O ... 0 O
e, portanto, g € uma subdlgebra abeliana da dlgebra de Lie M, (R).
Exemplo 2.2.6. O conjunto das matrizes quadradas de traco zero que serd denotado por
sl(n,R) = {A € M,(R) : tr(A) = 0}, (2.27)
¢ uma subdlgebra das matrizes M,(R). De fato,
tr([A, B]) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) =0 (2.28)
e, portanto, [A, B] € sl(n,R).
Exemplo 2.2.7. Consideremos o subespagos de M, (R) definidos por
so(n,R) = {A € M,(R) : A" = —A}, (2.29)

chamado de subespago das matrizes anti-simétricas. Temos que so(n,R) é uma subdlgebra
de M, (R), pois se A, B € so(n,R), entdo

[A,B]' = (AB — BA)! = B'A' — A'B!,
= (=B)(—A4) — (-A)(-B) = —[A, B, (2-30)

e, portanto, [A, B] € so(n,R).
Uma classe importante de subalgebra sao os ideais:

Definicao 2.2.3. Seja g uma dlgebra de Lie e b um subespago de g. Dizemos que b é um
ideal de g se, dados quaisquer X € g e Y € b, temos que [X,Y] € g.

Exemplo 2.2.8. Seja g uma dlgebra abeliana. Entdo, todo subespaco de b de g € um
ideal. De fato, se X € g temos que [X,Y] =0 € b.

Outra subalgebra importante, particularmente para este texto é o centralizador de
um subconjunto de um algebra de Lie. Ele é constituido pelos elementos da algebra que
possuem colchete nulo com todos os elementos do conjunto, ou seja, sao os elementos que
comutam com todos estes. Mais precisamente:

Definicao 2.2.4. Seja B um subconjunto de g, chamamos de centralizador de B em g,
ou simplesmente centralizador de B, ao conjunto

2(B)={X €a:[X,Y]=0,VY € BY. (2.31)

O centralizador de g em g é chamado de centro de a e € denotado por c(g).
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Segue imediatamente da identidade de Jacobi que z(B) é uma subélgebra de g. Ainda,
se g é abeliana, entao ¢(g) é a prépria dlgebra.

Outro conceito muito importante é o de quociente de algebras de Lie. Sejam g uma
algebra de Lie e b um ideal de g. Como b é um subespago vetorial de g, podemos tomar o
quociente g/b = {X +b; X € g}. Temos que X +g =Y +b se, e somente se, X —Y € b.

O quociente g/b de fato é uma dlgebra de Lie com o colchete

(X +0b),(Y+b)] =[X,Y]+0b, (2.32)

pois se (X +g) = (X1 +b)e (Y +g) = (Y1+0b), entdo X — X;,Y —Y) € g e, assim,
X=X1+72,Y =Y+ Zy, com Z,Zy € b. Logo,

(X,Y] = [X,Y] + [11, Zo] + [Z1, V1] + [ Z1, Zo]. (2.33)

Como b é ideal de g, os trés ultimos termos pertencem a b, portanto [X,Y] + b =
[X1,Y1] + b. As demais propriedades do colchete decorrem do colchete da dlgebra g.

A soma direta de dlgebras de Lie também é uma algebra de Lie. Seja g, -, gn
algebras de Lie e portanto espagos vetoriais. Considerando a soma direta desses espacos
vetoriais, tem-se

g=g1 @ D g (2.34)

Seja [.,.]; o colchete em g;. Sejam X = X;+---+ X, eY =Y, +---+Y, em g. Temos
que X+Y =(X;+Y)+--+(X,+Y,) eaX =aX;+-- -+ aX,. Eimediato que g se
torna uma algebra de Lie com o colchete definido por

(X, Y] = X1, Vi 4+ + [ X0, Yol (2.35)

Dois importante agrupamentos de algebras de Lie sao as algebras de Lie simples e
semisimples. Uma algebra de Lie é simples, se nao possui um ideal nao trivial, ou seja,
{0} e a prépria algebra, e semissimples, se ndo possui um ideal abeliano.

O Teorema de Levi é um resultado fundamental na teoria de algebras de Lie, que
descreve a estrutura de uma algebra de Lie semissimples.

Teorema 2.2.1. Seja g uma dlgebra de Lie finitamente gerada. Se g € semissimples,
entao existe uma subdlgebra de Lie by de g tal que g é a soma direta de b e de um um ideal
solivel.

A saber, uma algebra é dita soluvel se ela contiver uma sequéncia de ideais Iy, I1,--- , I,
talque 0 =1y C I, C --- C I, = g onde cada [; ¢ um ideal nilpotente. Um ideal nilpotente
¢ um ideal onde a poténcia suficientemente alta da sequéncia de comutadores é o ideal
trivial.

A demonstracao do Teorema de Levi para algebras de Lie semissimples pode ser en-
contrada em [17].

A estruturacdo de uma algebra de Lie semissimples de acordo com o Teorema de Levi
¢ crucial na classificacao das algebras de Lie e na compreensao da estrutura dos grupos
de Lie associados. Como veremos, também ¢é fundamental na teoria de representagao
de grupos de Lie, uma vez que algebras de Lie semissimples desempenham um papel
importante nesse contexto.
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2.3 A aplicagao exponencial

A aplicacao exponencial: g — G é a principal forma de relacionarmos o grupo de Lie
com a algebra de Lie.

Pegando como exemplo o grupo GL(n,R), sua algebra de Lie, gl(n,R), é o espago
vetorial das matrizes n x n, munido do colchete dado por [A, B] = AB — BA. Vamos
considerar, para cada matriz A € gl(n,R), o campo de vetores

g — Ag, (2.36)

no espacgo das matrizes. Esse campo induz a equacao diferencial linear

dg
— = Ag. 2.
o g (2.37)

Esse é um sistema lienar %€ = Az, x € R”, repetido n vezes, uma vez para cada coluna
dt y ’ J
da matriz g. A solucdao fundamental em R"™ é

€tA:Z

n>0

1

A (2.38)

o que garante que a solucio da equagdo (2.37) com condigao inicial g(0) = 1 é g(t) = '
Pode-se ver que essa solugao estd no grupo GL(n,R) pois as exponenciais sdo matrizes
invertiveis.

Exemplo 2.3.1: Seja u € H um vetor unitario e imaginario puro. Entdao podemos
escrever qualquer vetor do espaco Ri 4+ Rj + Rk na forma uf e

" = cosf + usen . (2.39)

Vamos mostrar que o espago Ri + Rj + Rk mapeado em SU(2), por meio da aplicacao
exponencial, é o espago tangente a SU(2) na identidade do grupo.

Tomemos um caminho suave definido no grupo SU(2), q(t). Para cada t € R, a fungao
q(t) resulta em um quatérnion unitario e suporemos que ¢(0) = 1. Entao ¢’(0) é um vetor
tangente a SU(2). Como ¢(t) é unitario, temos ¢(t)g(t) = 1. Diferenciando e usando a
regra da cadeia, temos

q(0) +¢(0) =0 (2.40)
Assim, todos vetores tangentes p & SU(2) sao antissimétricos e portanto imaginérios puro.
Por outro lado, como sdo imaginarios puro, entao pt € Ri + Rj + Rk V¢ € R e sabemos
que e?* € SU(2). Portanto ¢(t) = eP* é um caminho em SU(2). Esse caminho passa por
1 quando t = 0 e é suave pois tem sua derivada

q'(t) = pe. (2.41)

Dessa forma, com outros caminhos passando na identidade de SU(2), obtém-se outros
elementos do espago tangente. O espaco tangente munido da operacgao colchete é a algebra
de Lie, su(2,R), do grupo de Lie SU(2).

A aplicagao exponencial do grupo de Lie é um elemento béasico para a teoria de Lie
pois além de estabelecer a relagdo de um grupo com sua algebra, estabelece o vinculo entre
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o colchete na algebra e o produto no grupo, determinando completamente a estrutura do
grupo de Lie a partir da algebra.

Um exemplo de como esse vinculo é realizado é a apartir da formula de Baker-
Campbell-Hausdorff. Essa féormula se escreve, para X e Y na algebra de Lie, como

eXe¥ = XY (2.42)

em que ¢(X,Y) é uma série que envolve apenas X e Y e seus colchetes sucessivos. Os
primeiros termos dessa série sao

olXY]) = X +Y XY+ X VY] - X YIX] (249

e os demais termos envolvem colchetes com quatro ou mais elementos. Esta séria é
universal no sentido dos termos homogéneos serem os mesmos para quaisquer grupos de
Lie. Também, é convergente para pequenos valores de X e Y. Dessa forma, para um
algebra de Lie fixada g, a série é a mesma para quaisquer grupos de Lie com algebra de
Lie g pois os grupos sao localmente isomorfos.

2.4 Representacoes de uma algebra de Lie

A nogao de representacao de algebras de Lie segue a mesma linha de raciocinio das
representacoes de grupos, e por isso muito do que fora explanado sobre representagoes de
grupos se aplica nas representacoes das algebras. Agora, para as algebras de Lie, devemos
representa-las como transformagoes lineares.

Seja V' um espago vetorial e gl(V') a dlgebra das transformacoes lineares que atuam
em V. Seja também g uma algebra de Lie (sobre o mesmo corpo de escalares que V).
Uma representacao de g em V' é um homomorfismo

pia— gl(V)z s pla), (2.44)
tal que

o[z, y]) = p(x)p(y) — p(y)p(z). (2.45)

O espago vetorial em questao é denominado o espago da representacido enquanto que
sua dimensao é a dimensao da representagdo. Uma representacgao é dita fiel se Ker(p =

{0}).

Exemplo 2.4.1: Se g C gl(V) é subdlgebra, a inclusdo define, trivialmente, uma
representacao de g em V' denominada representacao canonica.

Exemplo 2.4.2: A aplicacao

0 b 20 —=2b 0O
( ) €sl(2,K)—|—c 0 b | €sl(3,K), (2.46)
c —a
0 2c —2a

¢ uma representagao de sl(2,K). De fato, seja a base {X, H,Y} sl(2,K), onde

(0 () (1), ot

20



Suas constantes de estrutura sao dadas por

[H,X] =2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H. (2.48)

As imagens dos elementos dessa base formam uma base da imagem da representagao que
tem as mesmas constantes de estrutura.
Um subespago W de V' é dito invariante se

p(@W = {p(z)w;z € g,w € W} CW. (2.49)

Uma representacao p de g em V' é redutivel se um subespago invariante W existe. Por-
tanto, uma representacao é irredutivel se os tinicos espacos invariantes sao os triviais, ou
seja, {0} ou o préprio V.

Uma representacao é completamente redutivel se V' se decompde como

V=Vi® --aV, (2.50)

em que V; sdo invariantes e tal que a restricao de p a V; é irredutivel. Alternativamente, a
representacao ¢ completamente redutivel quando todo subespago invariante W de V' tem
um complemento W invariante, ou seja,

V=WaoW,pg@WcCW. (2.51)

Exemplos 2.4.3: Existe uma classe de algebras de Lie (as semi-simples) para as
quais todas as representagoes de dimensao finita sdo completamente redutiveis (teorema
de Weyl). Para essa classe de algebras, pode-se classificar, a menos de isomorfismo, suas
representacoes de dimensao finita. O que, alids, é feito classificando as representacoes
irredutiveis.

2.4.1 Representacao adjunta

A representacao adjunta é uma maneira de representar os elementos de um grupo ou
uma algebra como transformacoes lineares.

Sejam g uma algebra de Lie e gl(g) a algebra de Lie das transformagoes lineares de g
nela mesma. Para cada X € g definimos a transformacao linear

ad(X):g—g
Y —adX)(Y)=[X,Y], (2.52)
a aplicagao
ad :g — gl(g)
X — ad(X) (2.53)

define uma representagdo de g em g. Com efeito, ¢é linear pela bilinearidade do colchete.
Pela identidade de Jacobi, segue que
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ad([X,Y])(Z2) = [[X,Y], Z]

=X [V, 2] - [V, [X, Z]]

= ad(X)(ad(Y)(2)) = ad(Y)(ad(X)(Z))

= (ad(X)ad(Y)) — ad(Y)ad(X))(Z)

= [ad(X), ad(Y)}(Z). (2.54)

Seja A; uma base de g, os elementos da matriz representa¢ao adjunta de um elemento
pode ser obtido notando que

ad(A)(A) = [As, Aj] = & Ay, (2.55)

que segue que os elementos das matriz ad(A;) sdo dados por

(ad(A))f = ¢. (2.56)

L)

2.5 Forma de Killing

Seja { X1, -+, X,,} uma base de uma &lgebra de Lie g. Tomando X, Y elementos dessa
base, definimos a quantidade

n(X,Y)=Tr(ad(X)oad(Y)), (2.57)

onde Tr é a funcao traco. Essa forma bilinear é simétrica, e satisfaz

n([XvY]7Z)+77(X7 [Z7Y]):Oa (258)

que segue devido a propriedade ciclica da funcao trago:

Tr([ad(X),ad(Y)],ad(Z)) = Tr(ad(X), [ad(Y), ad(Z))]). (2.59)

As componentes desse tensor sao dadas por

ni; = Tr(ad(X;) o ad(Xj;)), (2.60)
Ainda,

(ad(X;) 0 ad(X;))(Xx) = [Xi, [X;, Xi]] = [Xi, 3 Xon] = €l X (2.61)

jk~im

Tomar o trago da matriz ad(X;) o ad(X;) equivale a fazer n = k e contrair o indice. Com
isso, teremos

Nij = CiCir (2.62)

Jn-im:

Pelas constantes de estrutura, pode-se formar um tensor, uma métrica, a chamada
forma de Killing, a partir da composicao destas [18, p.8]:

Gox = Groe = C;pcﬁT- (263)

O critério de Cartan ¢é enunciado pelo seguinte teorema:
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Teorema 2.5.1. Uma dlgebra de Lie g é semisimples se, e somente,

det|gas| # 0. (2.64)

Em outras palavras, o tensor métrico inverso de gy,, ¢, existe e

Grg” = O, (2.65)
onde
1 =
=47 "7
0, 7#A

Exemplo 2.5.1: Consideremos o grupo SO(3). Uma rotacao ao redor do eixo x,y e
z sao representadas, respectivamente, pelas matrizes

1 0 0
R.(0) =10 cosf sind |, (2.66)

0 —sinf cosd

cosf) 0 sinf
R,(0) = 0 1 0 , (2.67)
—sinf 0 cos@

cosf sinf 0
R.(0) = | —sinf cosf 0], (2.68)
0 0 1

Para pequenos angulos, temos sinf = 0 e cos ~ 1 e dai a matriz de rotacao em torno
do eixo z pode ser escrita como

1 60 0 10
R.0)| -6 1 0| =1+6Ls, Lsy=|—-1 0 0 (2.69)
0 01 0 0 0

L3 é a matriz geradora das rotagdes em torno do eixo z. Podemos verificar que realmente
¢ um gerador apartir da expressao

dR(6
R.(6) = explLs). L= "0, (2.70)
Da mesma forma obtém-se os geradores das matrizes de rotagao ao redor do eixo x e
y:
00 —1 00 0
Li=10 0 0 ]; Ly=|0 0 —1]1, (2.71)
1 0 0 01 0

onde Ly e Ly sao os geradores das rotagoes em y e x, respectivamente. Esta representacao
é fiel: cada matriz se identifica com um tnico elemento da algebra. Como nao existe uma
transformacao para diagonalizar simultaneamente estas trés matrizes, esta representacao
é irredutivel.

As relacgoes de comutacao sao dadas por
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[Li7 Lj] == EijkLk- (272)

A representacao adjunta dos elementos da base pode ser obtida de forma explicita uti-
lizando a equagao (2.56). Com isso, observa-se que as matrizes da representagdo adjunta
tém a mesma forma que Ly, Lo, L3 na equacao (2.71) e (2.69).

Utilizando a equagao (2.63), a forma de Killing para a algebra so(3) é dada por

-2 0 0
0 -2 0 ]. (2.73)
0o 0 -2

Em uma forma compacta, pode ser expressa como g;; = —20¢j. Pela critério de Cartan,

como o determinante da forma de Killing é diferente de zero, e portanto a algebra so(3)
¢ semissimples.

Exemplo 2.5.2 A algebra de Lie associada ao grupo SU(2), denotada por su(2) possui
uma base geradora dada pelas matrizes de Pauli:

1{0 1 0 —i 1 0
T1_2<1 0)’ TQ‘(@ 0)’ T?’_(o —1>' (2.74)

Elas satisfazem a relagao de comutacao

As matrizes da equagido (2.74) definem o que é chamado de representacao spinorial da
algebra su(2).

A partir da equagao (2.56), obtemos a representacao adjunta (em trés dimensoes) de
su(2).

Como as constantes de estrutura (as matrizes das representacao adjunta dos elementos
das bases) de s0(3) e su(2) sdo as mesmas, essas dlgebras sdo isomorfas.

2.6 Algebra envelopante universal

E sabido que certas propriedades dos grupos de Lie podem ser capturadas por um
ambiente linear, sua respectiva algebra (por exemplo a existéncia de um subgrupo invariate
implicar na existéncia de um ideal). Ainda, certas caracteristicas podem ser perdidas na
hora de representarmos a algebra de Lie. Dessa forma, se faz necessario a construgao de
um meio para que tais propriedades sejam conservadas. A algebra envelopante universal
é construida de maneira que as propriedades relacionadas ao produto dos elementos de
uma representacao sejam preservadas e, além disso, ¢ uma algebra associativa que contém
g. Dessarte, é tal que toda representacao p de g se "estende” a uma representacao de

U(g).
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2.6.1 Definicao

A &lgebra envelopante de uma dlgebra de Lie g é um mapa € : g — U(g) em que U(g)
é uma algebra associativa! com unidade e que
i) € ¢ um homomorfismo de algebra de Lie, ou seja, é linear e

elz,y] = e(x)e(y) — e(y)e(z). (2.77)

ii) Se A é uma algebra associativa com unidade e o : g — A é qualquer homomorfismo
de algebra de Lie, entao existe um tnico homomorfismo ¢ tal que

a=¢oe. (2.78)

Como, por definicao, s6 ha uma tnica aplicacao entre as dlgebras associativas, da-se o
nome de universal. Ainda, para toda algebra de Lie, ha uma dlgebra envelopante universal
canonica, dada pelo produto tensorial. Isso se deve ao fato de que o produto tensorial
entre espacos vetoriais satisfazem as duas condicoes exigidas acima. Esse resultado, junto
com a construgao do produto tensorial entre espagos vetorias, se encontra detalhado no
apéndice B deste trabalho.

2.6.2 O produto tensorial de duas algebras
Se A e B sao algebras, e portanto dois espagos vetoriais, podemos definir uma estrutura
em A® B por:
(a1 &® bl) . (CL2 & bg) = Qa10a9 & blbg. (279)
Se A e B sao algebras associativas entdao A ® B também serda. Mais ainda, se todas sao
unitais, entao o elemento unital do produto delas é o produtor unital de cada um deles,
isto é, 14 ® 1. E facil ver que had um isomorfismo de A e A ® B dado por
ar—a®l, (2.80)
quando ambos A e B sao algebras associativas com unidade. Da mesma forma para B.
Pode-se notar que
(e®1)- (1®b)=a®b=(1®b)-(a®1). (2.81)

E também que um elemento da forma a ® 1 comuta com um elemento da forma 1 & b.

2.6.3 A algebra tensorial de espacos vetoriais

A algebra tensorial de um espago vetorial, denotada por 7'(V'), consiste em um mapa
vtV — T(V) tal que ¢ é linear e, para qualquer mapa linear o : V. — A onde A é
uma algebra associativa. Entao existe um tnico homomorfismo ¢ : T'(V) — A tal que
a =1 o. Coloca-se

™V)=V®- -V, n—uvezes. (2.82)

1Uma 4lgebra associativa com unidade sdo estruturas algébricas munidas de operacdes associativas
como a soma e multiplicagdo. A unidade advém da existéncia de um elemento unitirio para a multipli-
cagao.
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Definimos que o produto tensorial entre duas algebras como

TT"(V)QT™(V) — T (V). (2.83)
Portanto,
TV) =T =KeVaeVaVao--- (2.84)
n=0

(em que T°V é o corpo onde o espago V esta definido), ¢ uma solugao para esse problema
universal, e consequentemente a tnica solucao.

2.6.4 Construcao da algebra envelopante universal de algebras
de Lie

Para a construcao da algebra envelopante universal de uma algebra de Lie, é conveni-
ente que se faga uma possivel explanagao sobre quocientes de ideais de algebras associa-
tivas.

Dada uma algebra associativa, um ideal b é dito bilateral se, para b € b e a € g, entao
ambos ab e ba pertencem a b. Como o ideal é um subespago de g, é possivel formar um
quociente desses espagos e o produto em g/b é definido como

(X +b)(Y +b) = XY +b, (2.85)

com X,Y € g.
Com isso, seguindo a ideia béasica de que U(g) é uma &lgebra associativa gerada por
g, ou seja, os elementos de U(g) devem ser justaposigao de elementos de g. Portanto,

T(g) :== P g*". (2.86)
n=0
Seus elementos sao combinagdes finitas dos monémios da forma

X1® 0 X,, (2.87)

com X; € g. A multiplicacao entre esses elementos é da forma

(@ @vp) (W RUWp) =01 @ DUy @W R -+ + @ W, (2.88)

A inclusdo g < T'(g) ndo é um homomorfismo de algebra de Lie definida em T'(g) pelo
comutador. Isso por que existem elementos do tipo XY —Y X que néo sao iguais a [X, Y],
pois o primeiro é um elemento de ordem dois de T'(g), uma vez que é a multiplicagao de
dois elementos, enquanto que o primeiro é de ordem um. Esse homomorfismo se consegue
tomando o quociente da algebra tensorial pelo ideal bilateral b:

U(g) =T(g)/b, (2.89)

em que b é gerado pelo monémios da forma

XY —YX —[X,Y] € T(g). (2.90)

Dessa forma, elementos na forma
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X XY X, =X, YX - X+ Xy [X,Y] - X, (2.91)

estao em U(g) mas ndo em T'(g). Os produtos em U(g) sao dados na mesmo forma como
justaposicao de monomios.

Uma representacao p de uma algebra de Lie g em um espaco vetorial V' de dimensao
finita se estende a uma representacao p de U(g) que é definida por mondmios

PXL @@ Xn) = p(X1) @ @ p(Xn). (2.92)

Exemplo 2.5.1: Seja g uma &lgebra abeliana. Entao, [X,Y] = 0 para quaisquer
elementos de g. Dessa forma, a identificacdo que se faz em T'(g para obter U(g) é a dada
por XY = YX e, portanto, U(g) é a algebra simétrica, que é abeliana.
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Capitulo 3

Operadores de Casimir na mecanica
quantica

A existéncia de um operador de Casimir nao trivial foi estabelecida para as algebras
semissimples. O calculo dos autovalores desses operadores é de interesse na teoria dos
grupos, obviamente, e também na fisica. Na fisica, mais especificamente na mecanica
quantica, a primeira que pode vir a mente é que a determinacdao de todos operadores
de Casimir equivale a determinar o conjunto de observaveis que comutam entre si. No
entanto, esses invariantes sdo fundamentais na classificacao dos estados de muitas parti-
culas [19] e no célculo dos niveis de energia dos dtomos e niicleos para o Nuclear shell
model [20] [21] [22].

Em contextos geométricos, como na teoria de variedades diferenciaveis, os operado-
res de Casimir estao relacionados a quantidades geométricas invariantes. Eles podem ser
expressos em termos de tensores métricos e conexoes e estao associados a invariantes geo-
métricos que ndo mudam sob difeomorfismos [23]. Na teoria de representagoes, fornecem
os valores préprios (autovalores) que caracterizam as representagoes irredutiveis [24].

Esses invariantes podem ser encontrados para quaisquer algebra de Lie semissimples.
Segue o teorema devido ao fisico Giulio Racah para esses invariantes [25]:

Teorema 3.0.1. Para qualquer dlgebra de Lie semissimples de rank [, existe um con-
junto de | operadores de Casimir. FEstes sao funcoes dos geradores da dlgebra, isto €,
Chx(Ly,-++,Ly) (A = 1,2,--- 1), e que comutam com todos os outros elementos dessa
dalgebra, inclusive com eles mesmos. Os autovalores desses operadores caracterizam os
multipletos do grupo'.

3.1 Definicao

Seja g uma &lgebra de Lie semissimples, U(g) sua algebra envelopante universal, e
2(U(g)) o centro de U(g). Os elementos de z(U(g)) sdo chamados de operadores de
Casimir, ou invariantes de Casimir.

A importancia de se conhecer e construir o conjunto de operadores de Casimir, para a
teoria de representacao, advém do Lema de Schur. Em qualquer representacao p tem-se
que

1'Um multipleto é um subespaco irredutivel invariante do grupo. Em termos de teoria de grupo, um
multipleto é o conjunto de estados degenerados.

28



[p(c), p(x)] = 0,V € g. (3.1)

Consequentemente, se uma representacao é irredutivel, p(c) deve ser um miltiplo da
indentidade do grupo. O ntmero A\ que multiplica a identidade depende da escolha da
representacao e do operador de Casimir C' e é chamado de autovalor do operador.

Para o caso no qual duas representacoes sao equivalentes, esses autovalores sao iguais.
Isso significa que os autovalores de p(c) podem ser usados para distinguir representagoes
irredutiveis ndo equivalentes. Se p(c) é completamente redutivel, podemos conhecer os
invariantes de g na decomposicao de p em componentes irredutiveis.

Para uma 4lgebra de Lie g semissimples de rank? n, existem n operadores de Casimir,
Cpy, -+, Cpy, com as seguintes propriedades:

i) Um operador de casimir C,, ¢ um polinémio homogéneo de grau p nos elementos de
g.

ii) Um operador de Casimir arbritrario pode ser escrito como uma expressao polinomial
em termos dos operadores Cp,, - - - , Cp,. Em outras palavras, Cp,, - - , Cp, ¢ um conjunto
gerador da élgebra U(g).

iii) O conjunto dos autovalores de cada um dos operadores de Casimir caracteriza,
unicamente, representagoes irredutiveis de uma algebra de Lie g.

Se duas representacoes irredutiveis p; em Vi e ps em V sdo equivalentes, ou seja,
existe uma tranformagao lienar T : Vi — Vj tal que po(X) = T o py(z)T !, entdo temos
necessariamente que A\; = Ay para um dado operador de Casimir. Se p é completamente
redutivel, podemos conhecer os invariantes da algebra na decomposicao da representacao
em componentes irredutiveis.

3.2 Invariantes de Casimir quadraticos.

Daqui em diante iremos nos referir aos operadores das representagoes de uma algebra
de Lie com o acento circunflexo.

Em geral, ndo ha um método para construir um operador de Casimir para algebras
de Lie simissimples. Para cada grupo, existe construgoes desses invariantes dentro de
certas particularidades [26-31]. Apenas para os grupos SU(n), Biedenharn [32] foi capaz
mostrar que os operadores de Casimir sao polindmios homogéneos cujas variaveis sao os
geradores:

O =Y aly Lk (32)
2y}
em que a;-\j sao func¢odes bem definidas das constantes de estrutura.

Consideremos uma algebra de Lie g semissimples de dimensao finita e cuja base é dada
pelo conjunto v = {Xl, .-, X,}. Agora, consideremos a base dual 4/ = {¥',--. Y7}
tais que n()AQ, }A/j) = ¢, em que 7 é a forma de Killing. Um elemento X da algebra g pode
ser escrito como

A

X =X, YHX, + -4+ n(X,Y")X,. (3.3)

2Fazendo um parelelo com a 4lgebra linear, o rank (ou posto) de uma matriz é o niimero de linhas ou
colunas linearmente independentes.
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Ainda, escrevendo [X;, Xj] = 33, cfjf(k e [X;, V¥ =%, d* X", pela invaridncia da forma
de Killing (2.58), tem-se

A A~

—cl, = n([X:, X;], Ya) = —n(X;, [ X3, V) = db,. (3.4)
Consideremos o operador
C=XV'+...+ X,y (3.5)

Este operador é conhecido como o Operador de Casimir quadrdtico, ou Invariante de
Casimir quadrdtico, isto é, um polindmio homogéneo de grau 2 nos elementos de g. De
fato, C definido como acima comuta com qualquer elemento da algebra:

Somando e subtraindo o produto X in?j , obtém-se

(X X,V — (X, X07) + (X, X,77) — X,V X,

(]

J J
= > {[X XY+ XX, 1)
J
jik
Utilizando a equagao (3.4), temos

S XY + Xpdl, VR =Y {h XY — Xel V). (3.7)
Jk gk
Ainda, visto que no segundo termo os indices j e k sao mudos, podemos renomea-los
como j — k e k — 7. Com isso, teremos

J
Jk

3.3 Mecanica Quantica

A mecénica quéntica é o ramo da fisica que se dedica a estudar fendmenos relevantes
na escala subatomica, como por exemplo a dinamica de particulas subatomicas, como os
protons, elétrons e fotons. Na mecanica classica, o estado de uma particula é determinado
por um ponto no espaco de fase e, uma vez conhecido, o presente e futuro do corpo é
determinado. Em contrapartida, a mecanica quantica possui um caracter probabilistico
em relagao a afericao das variaveis.

A visualizagao probabilistica da fungao de onda dos estados se deve a Max Born, for-
mulada na década de 1920, isso junto com a interpretacao de Copenhague Também, a
interpretacao da Entretanto, é importante observar que esta é apenas uma das interpre-
tagOes possiveis da mecanica quantica, e existem outras interpretacoes que abordam a
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questao da probabilidade de maneiras diferentes. Os principais pontos da interpretacao
de Copenhague incluem:

« Estado de Superposicao: Antes da medicdao, um sistema quantico pode existir em
uma superposicao de estados possiveis.

e Colapso da Funcao de Onda: Quando uma medida é realizada, a superposicao de
estados colapsa em um estado especifico com probabilidades dadas pelas amplitudes
de probabilidade associadas ao estado original.

o Indeterminagdo e Principio da Incerteza: reconhece a limitagdo fundamental na
precisao com que certas propriedades conjugadas podem ser conhecidas simultane-
amente, como expresso no Principio da Incerteza de Heisenberg.

o Papel do Observador: O ato de medicao é crucial para definir um estado especifico
do sistema, e a teoria nao fornece uma descrigao completa do sistema sem a interagao
com um observador.

A teoriada mecénica quéntica, desenvolvida no século XX, leva em conta o cardcter
ondulatério da matéria, a dualidade onda-particula, prevista pelo fisico francés Louis de
Broglie. Nessa teoria, a dindmica dos objetos é regida pela equacgao de Schrondinger,

oy -
th— =H 3.9
em que J ¢é a funcao de onda do estado de uma particula, H é a hamiltoniana do sistema
em questao e h é a constante de Planck reduzida.

3.3.1 Estados e operadores lineares.

Um estado de um sistema mecéanico quantico é representado por um vetor unitario®
em um espaco de Hilbert complexo, H. Dito de outra forma, sdo os pontos da esfera
complexa de raio unitario em um espaco de Hilbert. Cada dire¢do representa um estado
diferente, porém, pontos nessa esfera que diferem por um fator de fase global sao tratados
como o mesmo estado.

Esses vetores sao denotados usando a notacao de Dirac, isto é, o estado é denotado
como [¢) e é chamado de ket. Ainda, decorre de um dos axiomas da mecanica quantica
que se dois estados |11) e |19) sdo estados possiveis, qualquer combinacao linear

a 1) + B i) (3.10)

com « e  complexos, também é um estado possivel.

Uma base utilizada para construir o espago-estado do sistema é dado pelo conjunto de
autovetores, ou autoestados, do operador hamiltoniano. Nesse caso, se |A) é um autoes-
tado, A é o autovalor associado a ele. Ter posse do autovalor e autovetor de um operador
se faz necessario e conveniente por diversos motivos: construir uma base para o espago
como fora dito acima, construir a operacao representagao matricial desse operador e saber
o resultado de uma medida.

3Isso decorre do fato de que a norma (ou comprimento) de um vetor de estado, quando elevada ao
quadrado, fornece a probabilidade de encontrar o sistema no estado correspondente.
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Na mecanica quantica, as grandezas fisicas que podem ser medidas experimentalmente
sdo chamadas de observaveis. Sao exemplo de observaveis a posi¢do, o momento e a
energia. Essas grandezas estao associados a um operador hermitiano que atua em um
espaco de Hilbert. Ainda, o postulado da medida, enunciado por Von Neumann-Liiders,
diz que quando um observavel A é medido, o resultado é um autovalor de A.

E postulado também que hd uma relacio univoca entre um ket [¢)) e seu dual (¢)],
chamado bra. Dessa forma, pode-se entender o espaco dos bras como sendo um tipo de
imagem especular do espago dos kets. A mesma interpretagdo é usada para um espaco
dual V* de um espago vetorial V' qualquer. Ainda, postula-se que o bra dual a «[¢)) é

a* (1|, e ndo a (V).

O produto interno entre um bra e um ket é postulado como

(WD) - (19) = (1) = (8l)", (3.11)

que da, em geral, um nimero complexo.
Um segundo postulado sobre o produto interno na mecanica quantica é

(¥ly) = 0. (3.12)

Este sinaliza a existéncia de uma métrica positiva definida. Segue imediatamente que
(1|1h) é real e a igualdade é vélida quando [¢)) é o vetor nulo. Este postulado se d& devido
a interpretacao probabilistica.

Consideremos dois sistemas S e Sy com estados representados por vetores nos espacos
de Hilbert H;, de base {e;}, e Ha, de base { fx }, respectivamente. Um estado do sistema
composto ¢é representado por um vetor no espaco H; ® H,. Um elemento genérico da
base desse novo sistema é denotado por |e;) ® | fx) ou |e;, fx). O produto interno (-,-) em
H1 ® Hs é construido a partir do produto interno nos espagos em H; e Ha,

(Y1) ® |2) , 1) @ |P2)) = (1|d1) (W2|2) - (3.13)

Os operadores que atuam no espaco dos kets sao operadores lineares. Quando um
operador atua pela esquerda em um ket,

X(j9)) = X [) = o), (3.14)

o resultado é outro ket. Quando, para qualquer |¢), a atuagdo de um opeador retorna o
vetor nulo, o operador em questao é chamado de operador nulo. Os operadores atuam no
espaco dos bras pela direita,

(W)X = (W] X = (4]. (3.15)

O ket X |1)) e o bra (] X nao sdo, em geral, o dual um do outro. Para que isso seja

A

verdade, o operador X deve ser autoadjunto, também chamado de hermitiano e denotado
por X1,

Em um sistema composto, a atuacgao de um operador se da pelo produto tensorial
dos operadores definidos em cada um dos espagos que o compoe. Se A:Hi > Ve
B Ho — Vo, entao

(A® B)(Jy1) ® [¢2)) = (Aly1)) @ (B [¢2))) (3.16)

e a definicao se extende a estados gerais por linearidade.
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A aplicagao de um operador sobre um ket é melhor visualizada quando representamos
o operador matricialmente. Essa representacao pode ser feita utilizando uma base {@(i)}:

] % 1a®Y (a®| % |g@
X =|{(a® X |a®) (a@|X|a®@) ... |. (3.17)
Um conjunto de observaveis {gl, e ,5}}, que sao dois a dois comutantes, ou seja
(S, Sk| := 5SSk — SkS;; j,k =1,--- ,r, sdo ditos compativeis. Portanto, esse conjunto de

observaveis admitem os mesmos autovetores [33].

3.4 Momento angular

Os operadores de Casimir desempenham um papel crucial na classificacdo e com-
preensao dos momentos angulares mais gerais em sistemas quanticos, especialmente em
contextos onde ha simetria. Seus autovalores sao utilizados para entender a degeneres-
céncia dos estados relacionados ao momento angular indicando como diferentes estados
quanticos podem compartilhar a mesma energia.

No caso do atomo de hidrogénio (em geral, em um problema de campo central, isto
é, com energia potencial U = U(r)), o grupo de simetria relevante é o grupo de rotagao
tridimensional SO(3). Os operadores de casimir relacionados a esse grupo sao os opera-
dores definidos no centro da élgebra s0(3) que obedecem a mesma algebra dos geradores
de su(2).

No contexto da mecanica quantica, as relagoes de comutacao fundamentais do mo-
mento angular sao dadas por [12, p.162]

em que os Je, k=1,2,3 sd0 os geradores de rotagoes infinitesimais discutidos no exemplo
2.5.2 da se¢ao 2.5. Aqui a constante A, que representa a unidade basica do momento angu-
lar e ¢ a unidade imaginaria e que nao aparece na regra de comutacao usual dos geradores
de SO(3). O operador de Casimir associado a essa dlgebra é o operador quadratico
Jr=T+ T2+ T2 (3.19)

Tradicionalmente, escolhe-se o operador J, para ser diagonalizavel simultaneamente
com J2. Os autovatores simultaneos desses operadores serdao denotados por |3, m) e seus
autovalores sao, respectivamente:

J?|B,m) = B|3,m) (3.20)

jAﬁ,m) =m|f,m). (3.21)

Para determinar os valores permitidos de [ e m, é conveniente trabalhar com os
operadores nao hermitianos

L= J, i, (3.22)
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os chamados operadores de escada®. Ainda, esses operadores satisfazem as relacoes de
comutacao

[Jy, J_] = 2hJ. 3.23)
[J., J] = 2hJ., 3.24)

que sao obtidas a partir de (3.18). Também,

[J2, J.] = 0. (3.25)

Os operadores de escada sao assim chamados por aumentarem e/ou diminuirem os
autovalores de J,, pois

S |Bm) = ([Jzs Ja] + Jodo) |B,m)
— (B 1)Ju]8,m) (3.26)
Agora podemos construir os autovetores de momento angular e estudar seu espectro de
autovalores. Como a dimensao do espaco ¢ finita, ha finitos autovalores m de J, para

dado 3° e portanto deve haver um autoestado associado a um maior autovalor e a um
menor autovalor. Sendo 5 o maior autovalor possivel, tem-se, necessariamente, que

J 18, Mmaz) = 0. (3.29)

Os outros autoestados podem ser obtidos a partir de |3, 3) quando aplicado J_ suces-
sivamente. E, devido a existéncia do menor autovalor, existe um inteiro positivo [ tal
que

(T B, Mnas) = J- B, Mnin) = 0. (3.30)

No intuito de encontrar o vinculo entre o autovalor do operador de Casimir com os
autovalores de .J,, aplicamos J_ na equal¢ao (3.29):

J_ T4 1B, Minaz) = 0 (3.31)
Contudo,

J_J,=J*—J*—hJ.. (3.32)

4Pode-se notar que Jy ¢ su(2) pois estamos escrevendo-os como combinacdo linear complexa dos
geradores. Permitindo a combinagdo linear com complexos, tem-se a extensdo complexa de su(2).

SEscrevendo J? — J2 = 1(J . J_ + J_J;) e tomando o valor médio de J? — J, em relagio ao estado
qualquer |3, m), tem-se por outro lado,

1 IR 1 s s
5 (Boml Jy L1, m) + 5 (8,ml JLT, |8,m). (3.27)
Notando que o ket resultante de ji |8,m) tem o bra (8,m|.J, correspondente, isso resulta de no
moédulo desse estado ao quadrado que, por ser um espago de métrica positiva, o lado direito é maior ou

igual a zero e segue que

B >m?. (3.28)
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Portanto,

(j2 - jz2 - hjz) ’6>mmax> = (ﬁ - mfnax - hmmax) |67 mmax> =0. (333>

Como o ket |, Mpaz) nd0 € 0 ket nulo, e equagdo acima s6 é vélida se

/8 = Mmax (mmax + h) (334)

Uma outra equagao de vinculo é encontrada trabalhando com a equagao (3.30): apli-
cando o operador J,, se tem

JoJ_ | B, Mumin) = 0. (3.35)
Escrevendo J,J_ = J? — J? + hJ., resulta

Pelo mesmo argumento usado na equagao (3.34), conclui-se que

Dai, é facil ver que
Mmaz = —Mmin (338)
e, portanto,
—Mmax S m S Mmax- (339)

Para finalizar, é necessério encontrar o inteiro [ que aparece na equagao (3.30). Para
isso, basta notar que, como os autovalores sao aumentados por uma unidade de A, entao

Mmaz = Mmin + Lh. (340)

Utilizando a equagao (3.38), conclui-se que

I =28, (3.41)

ou seja, m pode assumir 25 + 1 valores. Definindo j = /A, pela equagao (3.34), implica
que o autovalor de J? é h%j(j + 1). Desse modo, m pode assumir os valores —j, —j +
1,---,7—1,7, com j inteiro ou semi-inteiro.

A construcao da matriz explicita dos operadores estudados aqui é efetuada facilmente
utilizando (3.17) e partindo do pressuposto que os estados |j,m) sdo normalizados. Os
elementos das matrizes do operador de Casimir do momento angular, J2, e do operador
J, sdo

G| T g, m) = 50+ DRS00 (3.42)

(' | J. |, m) = mhd;6mim. (3.43)

Antes de calcular os elementos da matriz dos operadores ji, veremos como estes
atuam em um estado |j, m). Sabemos J. que aumentam ou diminuiem por uma unidade
o valor de m, portanto .J, [j,m) o |j,m +1) e J_|j,m) o |j,m —1). Para determinar
as constantes de proporcionalidade, usaremos a condi¢ao de normalizacao dos estados
Jy |7,m) e seu respectivo bra (j, m| J1L:
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Gym| JL Tz [ m) = |ex | (3.44)
Por outro lado, Jlji = J2— jf + hJ, e, dai,

(Gom| JLJL [5,m) = B2[j(j + 1) — m® £ m)]. (3.45)

Logo, escolhendo os valores reais positivos para c4, obtém-se

Jeljym) = hy/5( +1) —m2 £mj,m+1). (3.46)

Finalmente, os elementos de J. sao

G| Je ljom) = hJi (G + 1) — m2 £ m 88 (3.47)

Podemos ver como os operadores de Casimir sdo ferramentas matematicas poderosas
para entender e classificar o momento angular em sistemas quanticos com simetria ro-
tacional, desempenhando um papel essencial na determinacao da estrutura dos estados
quanticos e na analise da degenerescéncia associada.

3.5 Simetrias na mecanica quantica

3.5.1 Simetria classica

Na mecanica lagrangiana, uma simetria pode ser encontrada quando, sob um desloca-
mento em uma de suas coordenadas ¢; — ¢; + d¢;, com ¢; uma coordenada generalizada,
a funcao lagrangiana L nao é alterada, ou seja, dL/0q; = 0.

Com isso, segue da equagao de Lagrange, d/dt(0L/0q;) = OL/Jq;, que

dp;
dt
em que o momento candnico é definido via L /Jg;.
Na formulagdo Hamiltoniana da mecénica classica, uma grandeza é conservada se a
funcdo hamiltoniana do sistema, H = H(q,p), ndo dependende explicitamente da coor-
denada associada g;, pois

=0, (3.48)

Isso é outra maneira de dizer que H tem uma simetria por uma translagao ¢; — ¢; + dq;.

3.5.2 Simetria quantica

Na mecéanica quantica, para G ser uma quantidade conservada, a hamiltonina do
sistema deve ser invariante sob conjugacao, isto é,

G'HG = H. (3.50)

Mas isso equivale a

(G, H] =0. (3.51)
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Estamos encarando aqui a invariancia de H no sentido que sua aferiacdo nao é alterada
quando antes é afetuada uma medida de G. Portanto, os valores de H sao "invariantes
por G". Com isso, pela dinanica de Heisenberg,

dG

dt

e entdao G ¢é constante de movimento. Por exemplo, se H for invariante sob translacao, que

sao geradas pelo operador do momento linear p, entao este é uma constante de movimento;

se H for invariante sob rotacao, entdo o momento angular é uma constante de movimento.

Dessa forma, é facil identificar a relevancia dos operadores de Casimir em um sistema

hamiltoniano: a identificacdo dos invariantes revelam as grandezas associadas a este que

sao conservadas, que sao constantes de movimento. Ainda, o grupo ao qual esses opera-

dores pertencem sao os grupos de simetrias do sistema. Por essa razao que operadores
dentro do grupo de simetria sao chamados de operadores de simetria.

=0, (3.52)

3.5.3 Degenerescéncia

A degenerescéncia em um sistema quantico refere-se a condicao do sistema de possuir
diferentes estados com a mesma energia. Conforme fora visto na digrecao da &algebra
do momento angular, o operador de Casimir quadratico, jQ, e seus altovalores foram
necessarios para averiguar a degenescéncia existente entre os estados de momento angular.
Suponha que uma grandeza associada & G é invariante, ou seja, [é, H ] =0e |n) um
autovetor e F,, o autovalor associado. Entdo, G |n) também é um autovetor com a mesma
energia pois

H(Gn) = G(H |n)) = B,G |n) . (3.53)

Se |n) e G |n) ndo sao os mesmos estados, entdo ambos tém a mesma energia. Quando
o operador de simetria possui um parametro continuo, teremos um continuo de estados
possiveis que compartilham a mesma energia.

Como exemplo, considere um sistema cuja hamiltoniana ¢é invariante sob rotacoes.
Entao, denotando uma rotagao qualquer por 1:2, tem-se
[R,H] = 0. (3.54)
Isso implica necessariamente que [J2, H] = 0 e [.J,, H] = 0. Pode-se entdo construir uma
base de autovetores simultaneos para H , J? e J, sendo estes denotados por |n, j,m). Como
fora apresentado na secdo 3.4, ha um degenerescéncia nos desses estados, pois para um
valor de j, hd 25 + 1 valores de m.

3.5.4 Degenerescéncia do dtomo de Hidrogénio e SO(4)

Com este formalismo, pode-se mostrar que a degenerescéncia total (além daquela
relacionada a rotacgao espacial) do 4tomo de Hidrogénio advém da simetria particular dos
poténciais coulombianos, 1/r.

Classicamente, as Orbitas elipticas fechadas se originam devido a uma constante de
movimento [16, p.102], que neste caso é um vetor, particular do potencial coulombiano,
conhecido como vetor de Laplace-Runge-Lenz, ou simplesmente Runge-Lenz,
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. PxL Ze
M=trz_ 2% (3.55)
m r
Veremos que este vetor possui propriedades que sdo encontradas em elementos das
rotagoes em 4 dimensoes, ou seja, pode ser identificado como um elemento de SO(4).

Primeiro, temos de transformar esse vetor em um operador, ou seja, fazer a quantizagao
do mesmo. Em nivel operatorial p e L ndo comutam ° .entdo p'x L ndo é igual a —L x p.
Mas, por esse motivo, nenhum desses operadores sao separadamente hermitianos. Para se

ter o operador hermitiano, devemos adotar a definicdo simetrizada: p’x L — L x p. Com
isso podemos escrever o operador vetorial

M=—pxL-Lxp) -7 (3.57)

em que 7 é o operador vetorial posi¢ao e |r| é a magnetude do vetor posigao. Pode ser

mostrado [34] que M comuta com a hamiltoniana

) 2
A D Ze
H=——-——/— 3.58
2 7:, 7 ( )

ou seja, [M , H | = 0 e portanto M é uma constante de movimento. Também, pode ser
mostrado que

L-L=0=M-L (3.59)
(§]
2, 2 A A
M? = —H(L*+ h*) + Z%e". (3.60)
m

Para identificar a simetria responsavel pela constante de movimento, deve-se olhar
para as relagdes de comutagao que esse operador obedece. As regras de comutagao do
momento angular, ji foram antes apresentadas e sao dadas pela equagao (3.18). Também,
pode-se mostrar que

e
A , 2 ..
[Mi, M]] = _ZheijkEHLk- (362)

Esta nao é uma algebra fechada pois existe a presenga do operador hamiltoniano na rela-
¢ao de comutagao (3.62), dificultando a identificacao dos geradores da algebra. Contudo,
restringindo o problema ao caso dos estados ligados, tem-se que o espago vetorial é trun-
cado nos autoestados do operador H com autovalores E < 0. Os valores do termo que
contém H sdo calculados seguindo a regra de que a agao de uma funcao de um operador

SL =7 xp, e [pi,p;] = 0 e [pys, 7] = —ihidy;, entdo

A

(L, pli = [€ijiTiPr, Di] = —€iju{lPs, 7510 + 75[Dis Pr]} =0 (3.56)
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herminitiano G, f(G), sobre um conjunto de autovetores {|\;)} ¢ definida como sua acéo
F(G)|Xi) = F(X) (M) . .

Portanto, os seis operadores M = Mx + My + MZ e [ = f}x + [Ajy + f}z fechados sob
comutagao formam uma dlgebra maior que a algebra de SO(3). Para melhor visualizar,
faz-se a seguinte redefinicao:

M' = (=2H/m)~"?M. (3.63)
Esse redefinicio deixa a equacio (3.61) inalterada mas remove o fator (—2H /m) da
(3.62).
Definindo agora
:,(1) B 1 2 >,
JW = 5(L + M) (3.64)
3 1 > 2
J? = (- M), (3.65)

temos as relagoes de comutacgao desacopladas

~

S1) 501 e
[J ),J; ] = zhezyk;],g ),
2) (2 (2
[ .(),JJ( )]ZZHEijJ,g),
7, 0] = 0. (3.66)

>

N

>

Os operadores JO e J? separadamente satisfazem a algebra do grupo SO(3) e co-
mutam entre si. Portanto, as regras de comutagao acima podem ser caracterizadas como
SO(3) x SO(3) ou Su(2) x Su(2) que sdo isomorfos ao grupo SO(4) [35] que é gerado
pelos operadores

A

Ju = ZTuDy — TPy (3.67)
com u,v varianres de 0 a 3 e 1y, e p, satisfazendo as regras canonicas de comutacao
({. ] = ihdy0). o

Das relagoes (3.66), sabemos que os autovalores de JU e J©? sao, respectivameIAlte,
j}(]ﬁ —|—A1) e j;g(jg + 1), sendo jy e jp inteiros ou meio inteiros. No entanto, como J =
JW 4 J@ e J = JW — J@ 4 equagio (3.59) junto com a terceira linha de (3.66) impde
que j1 = j2 = J. .

Agora, multiplicando (3.60) por (—2H/m)™!, tem-se

—1 N “ .
7meﬁﬂﬂrl = (M')?+ L?+ Rl (3.68)

Entretanto, (M')2+ L2 = 2(LM* 4+ J@*) = 45(j 4 1)h? para os estados ligados. Portanto,
para esses estados, a energia é dada por

1
—ime?wE_l =[45(j + 1) + 1]A? (3.69)
= (2§ + 1)°h*. (3.70)
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Definindo n = (2j + 1), podemos escrever a energia como

4
—m@M

2h2n?’
que é precisamente o espectro do atomo de Hidrogénio, com niimero quéntico principal n.

Podemos ver que a degenerescéncia deste problema surge de duas simetrias "rotacio-
2 _

E, = (3.71)

nais' representadas pelos operadores JW e J? . O grau de degenerescéncia é (25 + 1)

n?.
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Conclusao

Neste trabalho, foi estabelecida uma base para teoria de grupos e uma ranhura na
superficie da teoria de Lie. Aqui, fora explanado o que sdo os grupos de Lie e porque
pertencem a uma classe de grupos relevantes. Junto a isso, foram apresentados alguns
grupos de relevancia para a teoria e para fisica. Alguns destes, de tamanha relevancia,
foram revisitados ao longo de todo o texto.

Dentro das éalgebras de Lie associadas a grupos de Lie, estudou-se um pouco as suas
representacoes e classificacoes. As representacoes foram apresentadas de maneira sucinta
e introdutoéria pois o foco do trabalho é mostrar como a teoria de grupos, sobretudo os
grupos de Lie aparecem na descri¢ao de sistemas fisicos.

No capitulo 3 deste monografia foi mostrado os operadores de Casimir que sao elemen-
tos da algebra envelopante universal de uma algebra de Lie g e, por isso, comutam com
qualquer elemento desta algebra. A relevancia dos operadores de Casimir em um sistema
hamiltoniano revelam as grandezas associadas a este que sao conservadas, que sao cons-
tantes de movimento. Mais ainda, a hamiltoniana é degenerada em cada multipleto de um
grupo de simetria. O grupo ao qual esses operadores pertencem sao os grupos de simetrias
do sistema. No caso do atomo de hidrogénio, a utilizagdo do operador quadratico foi ultil
para mostar a degenerescéncia do atomo de hidrogénio.
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Apéndice A
Topologia

Na matematica, espacos sao elementos definidos por fungoes que preservam uma certa
estrutura, sendo que, uma funcao é uma regra que relaciona elementos de dois conjuntos.

Definigao A.0.1. Sejam, A e B dois conjuntos. Uma fungio ¢ : A — B € uma relacao
tal que para cada a € A, existe exatamente um b € B tal que ¢(a,b).

¢:A— B
a— ¢(a) (A1)

Sendo que o conjunto A é chamado de dominio da fun¢do, B de contradominio e existe
um subconjunto de B chamado imagem ¢(A) = im,(A) := {¢p(a) | a € A}, isto é, apenas
os elementos de B que a fungao ¢ mapeia.

Defini¢ao A.0.2. Uma funcio ¢ : A — B ¢ dita ser:
e injetora caso Vay,as € A: ¢lay) = ¢play) = a3 = ag;
« sobrejetora caso imy(A) = B;
« bijetora caso seja injetora e sobrejetora.

Definicao A.0.3. Dois conjuntos A e B sdo chamados isomorfos caso exista um mape-
amento bijetivo entre eles, denotado por A =, B.

O fato de uma bije¢ao associar um elemento de A para cada elemento de B implica
que os dois conjuntos possuem o mesmo numero de elementos, sendo assim, eles tem os
mesmo tamanho. Isso é valido para conjuntos finitos e infinitos

Defini¢ao A.0.4. Um conjunto A é:

 infinito - Caso exista um subconjunto proprio B C A tal que B =4y A. Caso A seja
infinito ainda € possivel definir:

x Infinitamente contavel, caso A Zg N;

x Infinitamente incontavel, caso contrdrio.

o finito - caso nao seja infinito, tem-se que: A =gt {1,2,...,N} para um N € N, e
a cardinalidade de A, denotada por |A|, é N.
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Dado duas fungoes ¢ : A — B e : B — C, é possivel criar uma terceira 1 o ¢, que é
a composicao de ¢ e 1, isto é,

Yoo :A—=C
a = ¥(d(a)). (A.2)

s

Definicao A.0.5. Seja ¢ : A — B uma bijecio. Entdo a inversa de ¢, ¢!, é:
¢ o =idy
pogpt =idg.

Defini¢ao A.0.6. Seja ¢ : A — B uma fungdio e seja V- C B um conjunto, define-se a
pré-imagem de V' sobre ¢ como:

imagemy(V) :={a € A| ¢(a) € V}.

Dado um conjunto é possivel inferir sobre sua estrutura a partir da identificagao de seus
elementos, isto é, agrupa-los em classes que representam uma propriedade compartilhada
entre eles.

Defini¢ao A.0.7. Seja M um conjunto, uma relagio de equivaléncia (~) deve satisfazer
as sequintes condigoes:

i) reflexividade: Ym € M : m ~ m;

it) simetria: Ym,n € M :m ~n < n~n;

iti) transitividade: Y m,n,p € M : (m ~nAn ~p)=m~ p.
Logo ~ é dita uma relacao de equivaléncia em M.

Definicao A.0.8. Seja ~ uma relagio de equivaléncia em M. Entdao, para qualquer
m € M, define-se o conjunto:

m]:={ne M |m~n},
denominada classe de equivaléncia de m.

Definicao A.0.9. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em M. Entdo o conjunto quociente
de M por ~ é:

M/ ~:={[m] | m e M}.

O conjunto quociente as vezes também é chamado de particao de M.
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Apéndice B
Produto tensorial

Definicao: Dado dois espagos vetoriais V' e W sobre um corpo K. O produto tensorial,

VeW={vewlveV,we W}, (B.1)

satisfaz:

) c(v@w)=(v)@w=1v® (cw);
ii)(v1 +v2) @ W = v @ W+ vy @ w;
i) v @ (w; +wa) = v @ wy + v R ws.

Se v =32, a;v; e w = 3; bjw;, pela definicao acima,

vOw=>Y_ > abjv; @ w. (B.2)
v

Exemplo: Sejav € V =C? e w € W = C3. Escrevendo v e w na forma matricial,
temos

a
v= % 2w=\|b|,a,6,a,b,ceC (B.3)
b c
O produto tensorial v ® w é representado matricialmente como
7 [aa ab ac
VR W = vw _<ﬁa 8b ﬁc) (B.4)

Ainda no contexto de espacos vetoriais, sejam Vi, ..., V;, espacos vetoriais de dimensao
n definidos sobre o mesmo corpo K. Um espaco vetorial, denotado por V; x - x V,,,, junto
com uma aplicagdo multilinear (f, F'), isso é, linear em cada um de seus argumentos,

FE X XE,—>E® 0B,
(€1, ..y em) = fle1, ..., m) (B.5)

é o produto tensorial entre esses espagos vetoriais se, ao considerarmos outro espaco
vetorial U sobre o mesmo corpo e B uma transformagao multilinear:
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B:Eix---xE, —U
(e1,..,em) = Bler, ..., em) (B.6)

entao s6 existe uma, e somente uma, transformacao linear

L=V® -V -=U (B.7)

tal que B(v,w) = L(v ® w), isto é, B = Lo f.

Podemos provar a unicidade. Assim, dizemos que f é universal pois qualquer outra é
uma composicao dela com uma aplicacdo linear!.

Seja V' = Kz = spanx um espago vetorial unidimensional. Escrevemos 2" = z®---®x
n vezes. Com isso podemos escrever a algebra tensorial de V' como uma algebra polinomial:

T(V) = K], (B.8)

isto é, polindmios de variavel z e coeficientes no corpo K.
Mas isso s6 ¢ possivel para V' sendo unidimensional, ou seja, somente sendo x sua
varidvel, pois, supondo V' = span{z,y}, o produto tensorial V ® V é da forma

VeV = (aw+by) R (cx + dy)
=ac(zr ®@z) 4+ be(y @ x) + ad(x @ y) + bd(y @ y), (B.9)

com a,b,c,d € K. Como z®y # y® x, nao teremos uma algebra polinomial uma vez que
a 4lgebra dos polindmios é comutativa entre as varidveis. Nesse caso, T(V) =< z,y > 2
¢ uma algebra associativa livre (no sentido de nao haver relagao entre x e y).

Para obtermos uma &lgebra polinomial, teremos de obter uma comutatividade entre
as variaveis e isto pode ser alcancado a partir do quociente

Klz,y =K<z,y>/<2y—yQx>. (B.10)

Este quociente, assim como na teoria de conjuntos e grupos, representa definir qualquer
combinagao de  ® y — y ® x como nulo, ou seja, * ® y = y ® x. Desse modo, estamos
trazendo a comutatividade entre as variaveis.

Desse modo, conseguimos associar uma algebra tensorial com uma polinomial, defi-
nindo a algebra simétrica de um espago V.

'Uma demonstragio pode ser encontrada em Shlomo Sternberg. Lie Algebras, University Press of Flo-
rida, 2009.

2 Aqui, os simbolos <.,.> denotam o espaco gerados pela combinacio e composicio das varidveis em
cada um dos argumentos
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